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Abstract. 多様体 X の量子コホモロジーに対して通常の整構造 H(X;Z)とは異なる
整構造が多様体のK 群とガンマ類 b X によって定められる．本稿ではこの整構造に対す
る動機づけや基本的な性質，トーリック Calabi-Yau超曲面に対する Batyrevミラー対称
性との関係，双有理幾何との関係，高種数理論との関係について述べる．
The K-group and the Gamma class dene an integral structure in the quantum
cohomology of X which is dierent from the ordinary integral structure H(X;Z).
We explain the motivation for this integral structure, a relation to Batyrev's mirror





h1; 2; : : : ; niXg;n;d 2 Q; 1; : : : ; n 2 H(X;Q)
これはコホモロジー類 1; : : : ; nについての多重線形関数であり，gは曲線の種数，d 2
H2(X;Z)は次数である．コホモロジー類 i の Poincare双対なサイクル Ai  X をと
ろう．大雑把に言って，上の不変量はXの中の種数 g，次数 dの node を許す曲線Cで
あってサイクルA1; A2; : : : ; An に交わるものの個数を数えたものである．ただし曲線の
モジュライ空間が必ずしも滑らかではなく，またモジュライ空間の点が有限の自己同型
を持ちうるため，h1; : : : ; niXg;n;dはiが整コホモロジー類である場合も整数とは限らな
い．Gromov-Witten不変量はXの複素構造の変形に対して不変であり，ある種のトポロ






ht; : : : ; tig;n;d
Qd
n!
; t 2 H(X)
は種数 gのGromov-Wittenポテンシャル (または自由エネルギー) と呼ばれる．ここで
Qはノビコフ変数と呼ばれる次数に付随する形式的なパラメータである．ここで定義か
ら明らかなように d 2 H2(X;Z)が代数曲線で代表されないときGromov-Witten不変量
京都大学大学院理学研究科　数学教室.
1微分幾何では一般のシンプレクティック多様体に対して定義される．近年では滑らかなDeligne-Mumford
stack (もしくは symplectic orbifold)についても Gromov-Witten不変量が定義されている．
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は 0である．従って dに関する和は森錘と呼ばれるH2(X)内の錘 (cone)に制限され，F g
は森錘に台を持つQの冪級数になっている．
特に種数 0においてはGromov-Wittenポテンシャルは量子コホモロジーと呼ばれるコ
ホモロジー環の変形族を定める．fig  H(X)をコホモロジー群のC上の (斉次な)基
底とし，ftigをそれに付随するコホモロジー群上の座標とする．また t =Pi tiiでコホ
モロジー群の一般の点を表す．基底同士の量子積 tは次の式で定義される．






hi; j; k; t; : : : ; tiX0;n+3;d
Qd
n!
ここで左辺のペアリング (; )はPoincareペアリング (; ) = R
X
^ である．Poincare
ペアリングに関する双対基底 fjg (つまり R
X
i ^ j = ji ) をとると上の式は








類 tでパラメトライズされる環構造の族を定める．(正確には t = 0の形式的近傍でパラ
メトライズされる積の族) この積 tは超可換かつ結合的であることが知られている．も
う少し幾何学的な描像を得るために t 2 H2(X;C)の場合を考えよう．この場合因子公理
(divisor axiom) と呼ばれる次の等式





h1; : : : ; niXg;n;d ; H 2 H2(X)
を用いると tは次の形に書けることが分かる．
(i t j; k) =
X
d
hi; j; ki0;3;d ehd;tiQd
ここで hd; ti = R
d
tとおいた．これから変数Qは 2次コホモロジー類 tに対する etと等価
であることが分かる．ここでは簡単のため t 2 H2(X)の時を考えたが，一般にGromov-
Wittenポテンシャルにおける変数Q は余分であり，t 2 H(X)のH2(X)成分 t2に対し
て et2と同じ役割を果たす．そこで以下ではQ = 1として t := tjQ=1 とおこう．すなわ
ち t 2 H2(X)のときは
(i t j; k) =
X
d
hi; j; ki0;3;d ehd;ti:
ここでは 3点付きで種数 0のGromov-Witten不変量 hi; j; ki0;3;dのみが現れ，これは
次数 dの正則な球面で i; j; k の Poincare双対サイクルに交わるものの数え上げであ




i ^j ^kに等しいことが分かる．この d = 0




ehd;ti  ! 0; 8d 6= 0: eective class; t 2 H2(X)
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て提唱された予想によると，二つの双有理同値な多様体 (軌道体でもよい)X, Y が (K同
値，op, crepant 解消などの)いわゆる crepantな関係 (標準類KX , KY が「等しい」) に
あるときXと Y の量子コホモロジーはパラメータの解析接続によって同型になる．
t : (H
(X); t) = (H(Y ); f(t))
ここで量子コホモロジーのパラメータ tに関する解析性は仮定されている．f : H(X)!
H(Y )はパラメータの間の変数変換であり，tは環同型である．ここでパラメータの間
の写像 fの下でXの極大体積極限は Y のそれに写されるわけではなく，解析接続が真に
必要な状況となっている．もともとのRuanの予想では単に環同型があるというだけで
その同型やパラメータの変換写像 f がどのように (関手的に)定まるのか，という点
については余り明らかではなかった．これが整構造を考える一つの動機である．我々は







X 側では A模型 (シンプレクティック幾何)，Y 側で B模型 (複素幾何)を考えよう．B
模型側では Y の複素構造の変形族 Yu (たとえば倉西族)を考える．ここで uは変形のパ
ラメータである．この変形に付随して中間次元のコホモロジーHdimYu(Y;C)上には次の
Hodge構造の変動が定まる．










が与えられている．さらに減少フィルターはGriths横断性rF pB  F p 1B を満たす．一
方，A模型側では量子コホモロジーに付随する次のA模型Hodge構造の変動が定まる．





ラメータの変換写像 f が非線形になり t が tに依存する例を見出した．
3ここで Calabi-Yau 多様体とは滑らかな射影代数多様体であってKX が自明であるものを指す．
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A模型におけるパラメータは複素化されたKahler パラメータ t 2 H1;1(X)であるが，上















Hodge構造 F pA =
L
jdimX pH




平坦接続 Dubrovin 接続 Gauss-Manin接続
Z上の局所系 (DCoh(X) ) K(X) ? (D Fuk(Y ) ) HdimYu(Yu;Z)
対称性に基づいた次の議論によってA模型における整構造が導来圏あるいはK群から来
ることが予想できる．ここではA模型と B模型の役割を逆にしてX に対して B側，Y
に対して A側を考える．ホモロジカルミラー対称性によると，X 上の連接層の導来圏
DCoh(X) (B-braneの圏) と Y の導来深谷圏D Fuk(Y ) (A-braneの圏) が三角圏として
同値であると予想される．深谷圏は Lagrange部分多様体を対象とし，その間のFloerコ
ホモロジーを射とする圏である．その対象であるLagrange部分多様体のホモロジー類は



























と呼ぶべきものである．)本節の内容は一般の滑らかなDeligne-Mumford stack X に対し
ても定式化することができる [15, 18]．量子積 tが極大体積極限のある近傍U  H1;1(X)
で収束し解析的であると仮定する．自明なベクトル束H = H;(X) U ! U に平坦接
続 (3) を入れたものを量子D加群と呼ぶ．自明束Hには次のペアリングが定まりrAに
関して平坦である．
Q(; ) = (2i)dimX
Z
X
(( 1)deg2 ) ^ :
ここで ( 1)dim2 はHp;p(X)に ( 1)pで作用するコホモロジー群の自己準同型である．こ
のペアリングは dimCXの偶数・奇数に応じて対称あるいは反対称になる．これに式 (2)
のHodge フィルトレーションF A を加えた 4つ組 (H;rA; F A; Q) は次のGriths 横断性
とRiemann双線形関形式を満たす．




s(t)  e t as ehd;ti ! 0 for all nonzero eective classes d.
ここで  2 H;(X)はある定数コホモロジー類で e tはカップ積による t作用の指数関数
である．e tはDubrovin接続rAにおいて量子積 tをカップ積[に置き換えた接続に
関する平坦切断であることに注意しよう．ここでガンマ類と呼ばれる特性類 b X を導入
する．1; : : : ; dimX を接束 TXのChern根 (c(TX) =
Q




と定める．右辺の  (z)はガンマ関数であるが，z = 1で正則なので iでTaylor展開する
ことができる．また右辺は 1; : : : ; dimXに関して対称なのでXのコホモロジー類を定め
る．実際Taylor展開を行うと
b X = exp  c1(X) +X
k2
( 1)k(k   1)!(k) chk(TX)
!
:
ここで はオイラーの定数，(k)はリーマンゼータ関数の値である．この式から b X は
超越的な実コホモロジー類であることが分かる．このガンマ類は軌道体 (orbifold)に対
しても拡張され，その場合は twisted sectorにも成分をもつ ([15]参照)．さて以上の議論
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からK群の元E 2 K(X)で ch(E) 2 H;(X)となるものに対してrに関する平坦切断
sE(t) であって，極大体積極限において
sE(t)  (2i)  dimXe t
b X [ (2i)deg2 ch(E)
となるものが一意に存在する．K群でパラメトライズされる平坦切断の族 fsE(t) j E 2




モノドロミーを与える変換 t ! t + 2i,  2 H2(X;Z) \ H1;1(X) の下で不変である．
(量子積は ehd;tiの関数であるのでこの変換の下でrAは不変である．) 実際， =  c1(L)
となる直線束 Lをとるとき








i( 1)i dimExti(E1; E2) で与えられる．この等式は
Hirzeburch-Riemann-Rochから従う．要点は b XがほぼTodd類の 2乗根になっているこ
とであり，次の関数等式である．





さらに整構造HZは有理構造HQ = HZ 




H = F p  F dimX p+1; ip qQ(; ) > 0
ここで  2 Hp;q = (F p \F q) n f0g であり q = dimX   pである．これらは極大体積極限
の近傍において成立することが知られている [17]．

































Y  X に対してX の量子コホモロジーと Y のそれとを比較する定理であるが，その 2






応するかどうかが問題となる．E 2 K(X)に対応する平坦切断 sE(t)はA模型における
「A周期」を次の式で定める．









トーリック多様体Zは扇 (fan)の言葉で記述される．NR = N
ZRを扇の入っているベク
トル空間とする．b1; : : : ; bN を扇の一次元錘の原始的な生成元の全体とする．  NRを










で与えられる．ここで xbi : T ! C は biの与える Tの指標であり，u = (u1; : : : ; uN)
は複素パラメータ．T = (C)nの C座標 (x1; : : : ; xn)を取るとWu(x)は x1; : : : ; xnの
Laurent多項式として書ける．ここで n = dimT = dimZである．(さらにBatyrevは
に双対な多面体を使って YuのCalabi-Yauコンパクト化も考えた．ただしコンパクト化









































Lefschetzの指貫 (Lefschetz thimble)である．先に述べたように超曲面X  Zの量子コ
ホモロジーは量子 Lefschetz定理で Z の量子コホモロジーから計算できるが，以上の結
果は我々の整構造が量子 Lefschetzと整合的であることを示している．
上の結果を整構造付きのHodge構造の変動のレベルで定式化することもできる．Y の
量子コホモロジーのうちXのコホモロジー類から来る部分Hamb(Y ) = iH(X)は Y の
量子積に関して閉じていることが分かり，その部分の定める Hodge構造の変動を囲繞
A模型VHS (ambient A-model VHS)と呼ぶことにする．一方，T内のアファイン超曲
面 Yuのコホモロジーは Deligneの混合 Hodge構造を持つが，とくに中間次元のコホモ
ロジーの中で重みが最低の部分Wn 1(Hn 1(Yu))は重みが n   1 = dimYuの Hodge構
造の変動を定める．この部分のコホモロジー類は全て T内の Yuに沿って極を持つ有理
微分型式の留数類 (residue class)として得られるので，このHodge構造の変動を留数B
模型VHS(residual B-model VHS)と呼ぶことにする．囲繞 A模型 VHSには制限写像
i : K(Z) ! K(X) の像により整構造が導入され，留数 B模型 VHSには消滅サイクル
のなす格子 Im(@ : Hn(T; Yu;Z) ! Hn 1(Yu;Z))の Poincare双対により整構造が定めら
れる．





Q \K(X) 内の有限指数の格子になっている．(例えば，X内の 1点の構






例 4.3. XがZ = P2内の楕円曲線である場合，ミラーは
Wu(x1; x2) = x1 + x2 +
u
x1x2
なる Laurent多項式を用いて Yu = W 1u (1) で与えられる．Yuは楕円曲線から 3点を除
いたものである．ミラー写像は u 7! (log u)p である．(ここで pは P2上のO(1) の第一
Chern類．)パラメータをu > 0と取る．このときWu(x)の臨界点は cri = ! i(u1=3; u1=3)
(i 2 Z mod 3) の 3個である．ここで! = exp(2i=3)．対応する臨界値は 3! iu1=3で与
















Figure 1. Vanishing Paths
対応する消滅サイクル C0 は構造層 iOP2 = OX に対応し，それ以外の臨界点 cr1から
の消滅サイクルC1 は iOP2(1)に対応する．簡単な計算により，楕円曲線の上の 1-サ
イクルのなす群の適当な整シンプレクティック基底A;Bに対して次が成立することが分
かる．
C0 = A; C1 = A 3B:
一方，楕円曲線Xの位相的K群においても同様の関係







予想 5.1. [16] 空間Xと Y が導来同値 (DCoh(X) = DCoh(Y ))であるとする．このと
きある複素多様体Mとその上の大域的な量子D加群 (A模型VHS)(H;rA; F A; Q) が存
在して次が成立する．
 ある開集合UX M, UY Mが存在して，それら各々の上では (H;rA; F A; Q)
はXまたは Y の量子D加群と同型になる．
 局所系KerrAの部分Z局所系HZ  KerrAがM上大域的に存在して，UX , UY
上では 3節で述べたK群から定まる整構造と一致する．
 UX の点と UY の点を結ぶ道 cをとるとき，道 cに沿っての解析接続がK 群に誘


















ている [7, 14]. ( ~An 1は ane braid 群)
6. 高種数理論における保型性
上の予想は高種数のGromov-Witten理論に対しても拡張することができる．ここでは
Giventalによる量子化の形式 [11]を用いて，高種数の理論を種数 0の理論 (量子コホモロ




予想 5.1によればX と Y の量子D加群は互いに同型になるが，ある付加的な情報が














る．以上は物理学者たちのアイデアである [2, 20, 1].
最近筆者はTom Coates氏との共同研究においてこのアイデアを数学的に正確にし，局
所射影平面 (KP2の全空間：非コンパクトCalabi-Yau多様体) のGromov-Wittenポテン
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